SESSION 1997
Filiere MP
COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
(Sujet commun ENS : Ulm et Lyon)
Durée : 6 heures

L’usage de la calculatrice est autorisé

Le probleme se propose d’établir certains résultats relatifs a la question
suivante, posée par H. S. Shapiro en 1954 : soit n un entier > 2, et soient x4, ..., x,
des nombres réels strictement positifs. A-t-on
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On rappelle le théoréeme de comparaison de la moyenne arithmétique et de
la moyenne géométrique : si n est un entier > 2 et x1,...,¢, des nombres réels
positifs, on a (z1...2,)Y" < Lz + ... 4 ).

On note R4 l'ensemble des nombres réels > 0, et R celui des nombres
réels > 0. Dans la suite, n désigne un entier > 2 et z1,...,z, des nombres réels
positifs. En fait on considere plutét les indices ¢ dans Z/nZ, de sorte que x;1; a
un sens pour deux indices 4,5 € Z/nZ. On a ainsi une famille X = (2;);cz/nz,
x € (Ry)%/™%. On pose alors y = (yi)icz/mz € (R1)?/"%, ol yi = @iy1 + igo
pour i € Z/nZ. On note D,, Pensemble des x = (z;) € (R4)%/"Z tels que y; > 0
pour tout ¢ € Z/nZ. Pour x € D,, on pose

Sn(x) = Sn(xlwnaxn) = Z i

iczmz Vi

Lorsque la valeur de n est fixée, on écrit parfois E au lieu de E
i i1€Z/nZ

Partie I

1) Soit x € Da. Que vaut Sp(x) ?
Yatys Ysty1 | Y1ty

2) Soit x € D3. Montrer qu'on a + + > 6, et en déduire
3 Y1 Y2 Ys
qu'on a S3(x) > 3

3) Soit x € D,,, satisfaisant a (Z xi)z > gleyi Montrer qu’on a S, (x) > g

Il 7 (2
(on pourra comparer (Z ;)(XZ: ;i) et (zz: z;)%).

%

4) Supposons n = 4. Vérifier qu’on a, pour x € Dy,

(Z z;)* > QZl‘iyi .



5) Trouver le plus petit nombre réel ¢, > 0 tel qu’on ait

Cn fo > (Z z;)? quels que soient z1,...,7, € R.
j i

En déduire que pour n =5, x € D5, on a

6) Pour n = 6, x € Dg, prouver l'inégalité
O w)*>3> wiys

(on pourra passer par I'inégalité intermédiaire

1
(Il +I4)2+($2+I5)2+($3+{E6 2 g ZIE,L

7) Soit b, le plus grand nombre réel tel que

(Z z;)? > anxiyi pour tout x = (z;) € (Ry)%/"2.

a) Montrer que pour n =2,3,4,5 et 6, on a b, =

b) Montrer que pour n > 7, on a b, < 3 (prendre zy = ... = x, = 0 pour k
bien choisi).
¢) Supposons n > 7. Pour x = (z;) € (Ry)%/"% et i =1,2,3, on pose A;(x) =
> x; ou j parcours les classes modulo n des entiers k compris entre 1 et n et
congrus a ¢ modulo 3.
Montrer que si n est multiple de 3, on a

As(x)Az(x) + Az(x)A1(x) + Ap(x leyl :

Si n n’est pas multiple de 3, montrer qu’il existe j € Z/nZ tel que, posant
X' = (%i1j)icz/nz (ce qui revient a permuter circulairement les x;), on ait

Aa(x)As(x') + Ag(x) A (x') + Ay (5 chzyz :

(on remarquera que la plupart des termes x}z) apparaissant dans le membre de

droite apparaissent aussi dans celui de gauche et on choisira j de facon a pouvoir
comparer les quantités restantes).
En déduire qu’on a b, = 3.



Partie I1

Dans cette partie, on suppose n pair > 4. Si j € Z/nZ, on notera (—1)7 le
nombre (—1)7, ot1 j est un entier quelconque de classe j dans Z/nZ.

Fixons o € [0, 1] et t = (t;) € R%/™Z. Pour tout nombre réel £ > 0, posons
zi(e) = 1+ (=1)'a + t;e pour i € Z/nZ et x(¢) = (x;(c)) € RZ/"Z .

1) Prouver que x(¢) appartient & D,, pour ¢ assez petit et que l'on a

Su(x(€)) = 5 +Qlt,- - 1) 2 + 0" quand s~ 0,

ou Q est une forme quadratique en les t; que I'on calculera.

2) Soient (e;);jez/nz la base canonique de CZ/"Z (de sorte que ej = (0ij)icz/nz
avec §;; = 0 si ¢ # j et d;; = 1) et T I'endomorphisme de CZ/"Z Qéfini par
T(e;) = (—1)7ej11. Trouver une base de vecteurs propres pour T et les valeurs
propres correspondantes (on rappelle que pour 'endomorphisme S de CZ/"Z donné
par S(e;) = ej11 les vecteurs f, = >, wlej, ol w parcourt les racines n-iémes de
Punité dans C, forment une base de vecteurs propres).

3) Montrer que pour n pair > 14, il existe x € D,, tel que S, (x) < g .
Partie II1

nf S, (x).

Soit n un entier > 2 ; on pose s, = i
xeD,,

. Sm s
1) Pour m entier > 1, prouver qu’on a LU QU
nm n

2) Pour m entier positif, montrer qu'on a Sp4m < sn + 3(m + 1) (considérer des
éléments de Dy,1p, de la forme (z1, 22, ..., Zn, Tny- -, Tpn) )-

S S
3) En déduire que la suite (=) admet pour limite p = inf = . Démontrer qu’on
n non

ap<s.

Partie IV

1) Prouver qu’il existe x € D,, tel que s, = S, (x).

Dans les questions 2) & 4) on suppose n = 7. Pour toute partie I de Z/7Z,
on note Dy I'ensemble des x € D7 tels que z; = 0 si et seulement si ¢ € 1. Ainsi
Dy = (Ri)zﬁz7 et D7 est 'union disjointe des parties non vides Dy, ou I parcourt
les sous-ensembles de Z/7Z tels que i € I entraine i+ 1 ¢ I.

2) Montrer qu’on a S7(x) > 4 pour X € Dyg 243 ou x € Dyg 3.

3) Considérons la restriction o de S; & Dyg2;. C’est une fonction de 5 varia-
bles strictement positives 1,3, 24,5, g. Exprimer ¢ en fonction de y; = x3,
Ys = T4 + X5, Yya = Ts + Tg, Ys = Te, Yo = x1. Montrer que si & = (&) est un
minimum local de o, alors o(£) = A* + 4\ + A™% — 2, o1 \ est la racine positive
de 2% + 2° — 1 = 0. En admettant I'inégalité e~! 4+ e~ 1/2 < 1, montrer qu’on a
A>1-— 4, et en déduire o(&) > 1.

4) On démontrerait de facon analogue (mais plus compliquée) que si € est un
minimum local de S7p, pour I = {0} ou I = 0, alors S7(¢) > 7. Admettant ce
résultat, prouver qu’on a s; = % .



Partie V

1) Soient aq,...,a, et by,...,b, deux suites de n nombres réels, la premiere crois-
sante, la seconde décroissante. Montrer qu’on a

n n
Z a; by > Z a; b pour tout permutation o de {1,...,n} .
i=1 i=1

2) Soit x = (z;) € (R*)%/"%. Soit m, ..., my, la suite des nombres ;1 /z; rangés
dans 'ordre croissant. Démontrer 1'inégalité

Sn(x) > ! + ! b —
n{X) 2 e .
' ml(l—i—mn) m2(1+mn,1) mn(1+m1)
3) Pour i =1,...,n, posons
1 1
Ci = My Mpy1—4 et r; =

_|_ .
mi(L4+Mpg1—5)  Mpp1—i(1+m;)

1 . 2 .
Prouver quonar; > —si¢; >letr; > ——— si¢; < 1. On pose ¢; = el

% Cj Cj

avec

n
t; € R ; montrer qu'on a Zti = 0.

i=1
4) Soient f1 et fo deux fonctions de R dans R,. Démontrer que ’ensemble des
fonctions convexes g : R — R vérifiant g < f; et g < fo possede un plus grand
élément.

1
5) On prend pour f; et fo les fonctions x +— %e*g” et £ — ———— - Soit g la
er + ex/2
fonction convexe obtenue & la question 4) ; on pose v = ¢(0). Prouver qu’on a

7<%etsn2n’y.

6) Par le méme choix de f; et fo, montrer qu’en fait g a la forme suivante : il
existe x_ < 0 et x4 > 0 tels qu'on ait g(z) = fi(x) pour x > x4, g(z) = fo(x)
pour z < z_, et que f soit affine dans l'intervalle [z_,z].

7) Soit £ > 0. Montrer que pour n assez grand on peut trouver x = (z;) € (R* )%/nZ

satisfaisant & S, (x)/n < v + . En déduire 'égalité v = p (cf. 1I1.3 pour la
définition de p).



