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Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

L’objet de ce probleme est principalement 1’étude et le calcul de I'intégrale suivante :
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0
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Premiére partie

Le but de cette partie est d’établir une expression de l'intégrale I et d’étudier la fonction ¢
définie par la relation suivante :
arctant

SO(t) = eﬂ-t _ 1 :

Variations de la fonction ¢ :

1. Déterminer un éventuel prolongement par continuité de la fonction ¢ en 0.

2. Etudier les variations de la fonction ¢ sur la demi-droite ouverte D =]0, 0] ; il peut étre
intéressant d’introduire la fonction auxiliaire 1 définie par la relation suivante :

1_ef7rt

P(t) = e arctant.

En déduire la borne supérieure de la fonction ¢ sur D.

Existence et expressions de l’intégrale [ :
3. Justifier 'existence de I'intégrale I définie par la relation suivante :

o0 tant
I:/ arctan gt
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4. Démontrer les deux relations suivantes :
00 [e's) et oo 1 00 e—kﬂ't
I= e """ arctantdt ; I = — ——dt
2 / = | e

1



Deuxiéme partie

Le but de cette partie est d’introduire une fonction f de facon a transformer les expressions
obtenues précédemment pour l'intégrale I et a pouvoir calculer I'intégrale I. Soit f la fonction

définie par la relation suivante :
00 e—xt
x)= —dt.
/(@) /0 1+ ¢2

Propriétés de la fonction f :
5. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction f. Préciser ’ensemble dans lequel la
fonction f est continue ; quelle est sa limite lorsque le réel x tend vers l'infini 7

6. Dans quel ensemble est-elle deux-fois contintiment dérivable ? Etablir une relation simple
entre la fonction f et sa dérivée seconde f” sur la demi-droite ouverte D =]0, oo|.

Deux intégrales :
Soit a un réel strictement positif (¢ > 0). Etant donné un réel X supérieur ou égal a a (X > a),
soient S(X) et C'(X) les deux intégrales suivantes :

X _: X
sx)= [ Ty oo = [0y
a 0 a 0

7. Existe-t-il une limite & chacune des expressions S(X) et C(X), lorsque le réel X croit vers
Iinfini ?

Soient g et h les deux fonctions définies sur la demi-droite ouverte D par les relations
suivantes :

* sint X sint ® cost X cost
g(z) = / S gt = lim / MPat  h(z) = / St = lim / oSt e
= t X—oo [, t z t X—oo [, t

Une expression de la fonction f :
8. Résoudre l’équation différentielle vérifiée par la fonction f dans la demi-droite ouverte
D =]0, 00[ ; exprimer la solution générale de cette équation & ’aide des deux fonctions g et h.

9. En déduire les deux expressions ci-dessus de la fonction f :

Fla) = /OOO sinu /0°° sin(at) -

u+x 1+t

Troisieme partie

Un résultat intermédiaire :
10. En utilisant les résultats établis dans les premiere et deuxieme parties, démontrer la relation

suivante :
I il/‘x’ sin(k u) du
Pt km Jo T+ u



11. Démontrer le résultat suivant :

1 & 1 1 1 . cos(nu)

u+7r)2

Somme de la série de terme général cos(nu)/n?, n € N* :
Soit G la fonction, définie sur la droite réelle, périodique de période 27 (G(z + 27) = G(x)),
dont la restriction au segment [0, 27] est définie par la relation suivante :

372 T 7T2

12. Etudier la parité de la fonction G. Déterminer le développement en série de Fourier, a
coefficients réels, de cette fonction G.
Quelle est la nature de la convergence de la série de Fourier 7

13. En déduire la somme T'(z) de la série de terme général cos(nz)/n?, n € N*, lorsque le réel
x appartient au segment [0, 27] :

T(x):ZM.

2

En déduire la somme S de la série de terme général 1/n?, n € N* :
5-3
— n?

Valeur de l’intégrale [ :
Soit ay, le réel défini par la relation suivante :

2(kt)m >\ cos(nu
me [ (D) .
2k (u+ ) n

n=1

14. Calculer, pour tout entier naturel k, la valeur du réel ay.

Soit IV un entier strictement positif. Soit Iy le réel défini par la relation ci-dessous :

N-1

2n+3
Iy = -1 11 .
N Z( +nt )n2n—|—1>

n=0

15. Démontrer que la valeur de Iintégrale I est égale a la limite de la suite (In) ey

I= lim Iy.

N—o0

En déduire que l'intégrale I est la somme d’une série convergente.

16. Apres avoir montré que lexpression Ey = exp(Iy) est égale & un produit de facteurs,
déterminer la valeur de l'intégrale I.



Soit J l'intégrale suivante :
o tant
g / arctan dt
0

627rt -1

Il est facile de calculer l'intégrale J par la méme méthode que celle qui a servi pour calculer

I'intégrale I ; il vient :
1 In(27)
=—(1- .
=3 ()

t t
= ° arctan
emt+1 1

Soit K l’intégrale suivante :

Calcul de l’intégrale K :
17. Calculer I'intégrale K, définie ci-dessus, en utilisant le résultat obtenu pour l'intégrale I et
la valeur admise pour l'intégrale J.

FIN DU PROBLEME



