BACCALAUREAT SERIE S - 2006 - PONDICHERY : CORRIGE

Exercice 1

Bien que ce ne soit pas demandé, des explications, des démonstrations (pour justifier les réponses "vrai") ou des
contre-exemples (pour justifier les réponses "faux") sont donnés ci-dessous.

1. Théme: exponentielle.

a. L'affirmation est fausse.

o . [ a\P (ab)
En effet, il existedesréelsaet btelsque: (e ) #€

b b
Par exemplea=1etb=2,0ona: (ea) =& e e(a) -

Laformule correcte est, pour tousrédsaet b :

b. L'affirmation est vraie.

Pour la prouver, on peut par exemple considérer, pour tout rég u fixé, lafonction g, définie sur R par :

exp(u + x)

gu(x) = exp(u)

Lafonction g, est dérivable sur R (puisque lafonction exponentidle I'est) et pour tout réd x, on a:

exp(u + x)

"(X) = = gu(X
9,(%) exp(U) 9u(X)
En outre g,(0) = 1, donc la fonction g, est solution du probleme différentiel {y)EO):—yl’ cest donc la
fonction exponentielle. Pour tout réel x, on adonc:
exp(u + X
L — exp(x)
exp(u)

En particulier pour x = v, il vient : exp(u + v) = exp(u) x exp(v)
On en déduit que pour tousrédlsaet b :
exp(a— b) x exp(b) = exp(a— b + b) = exp(a)

D'ou: exp(a—b) = (@)
exp(b)
a
Cest-a-dire: e b_&
e

c. L'affirmation est fausse.
En €ffet, I'équation de la tangente a une courbe C d'une fonction dérivable f au point A d'abscisse x, est
donnée par : Yy = f(Xa) + f(Xa) (X = Xa)
Avec f = exp et xa =1, cladonne: y = exp(1) + exp'(1)(x — 1)
y=e+e(Xx—-1)=ex
La droite d'équation y = x + 1 est en fait la tangente a la courbe de la fonction exponentielle au point
d'abscisse 0.
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2. Théme: continuité et dérivabilité.
a. L'affirmation est vraie.

En effet, s f est dérivableen a alorsil existeun réd ¢ tel que:

lim /@t -/@) _,

h—0 h
Posons, pour h=0: o(h) = w—f
Par hypothése, on aains : il1|_r)r(1) o(h)=0
Deplus: he(h) = f(a+ h) — f(a) — ¢h
D'ol : f(@a+h)=f(@) + ¢h+hep(h) ol il1|_r)r(1) o(h)=0
On en déduit que: il1|_r)r(1) f(@a+h)=f(@a)

Cequi signifie que f est continue en a.
b. L'affirmation est fausse.
Un contre-exemple est, par exemple, lafonction f définie sur R par f(x) = [].
Cettefonction f est continue en 0 puisque :
lim f(h) = lim Jn[=0= £(0)
Etudions sa dérivabilité en 0.

Nous avons pour tout h=0:

n

Or, laquantité H n'apasdelimiteen 0. En effet :

o+h-[g _ |/
h

" h

lim ﬂ: lim D=1 et lim ﬂ: Iim—Dz—l
h-0 h h-s0h h-0 h hs0 h
h>0 h>0 h<0 h<0

Donc lafonction f n'est pas dérivable en 0.
c. L'affirmation est vraie.

C'est une définition possible de la dérivabilité d'une fonction en a.

3. Théme: suites.
a. L'affirmation est fausse.
En effet laforme "o — 0" est indéterminée et peut donc donner autre chose que 0.
Considérons, par exemple, les suites (u,) et (v,) définies sur N par :
Up=n® et v,=-n
On abien sir, lim u, =+ et lim v,, = —c0 mais cependant :
Up+ Vo =N —n=n(n-1)

D'ol : lim (un + Vp) = 4o
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b. L'affirmation est vraie.

Démonstration :

Supposons que la suite (u,) converge versun certain réd ¢ strictement positif (le cas ¢ < 0 est analogue).

Alors, on peut trouver un rang N, tel que au dela de ce rang, tous les termes u, sont par exemple dans

I'intervalle L3, Il sagit bien dunintervalle
2 centréen /. Salargeur est ¢/2.

NI

Et en particulier : n=N; :un>g>0

Soit A un rédl positif (arbitraire).
Comme la suite (vy) diverge vers +oo, on peut trouver un rang N, tel que au dela de ce rang, tous les
2A

termes v, sont plus grand que — : On pourrait chosir A au lieu de 2A/¢.
4 C'est une question d'éégance...

2A
n=zN, = v,=> —

Posons N = max{N; ; Ny}. Ainsi, on a:

n=N = un><Vn>£><2—A
2 /
Clest-a-dire: N=N= UxV, = A

Cequi signifie que la suite (u, x v,,) diverge vers+o ; elle ne converge donc pas.

Remarque: danslecasou / est un réd strictement négatif, on utilisera par exemple l'intervalle }%g[

et l'inégalité u, < g < 0. On trouve, par laméme méthode que la suite (u, x vy,) diverge vers —oo.

c. L'affirmation est vraie.

Démonstration :

Supposons que la suite (u,) converge versun certain réd / strictement positif (le cas ¢ < 0 est analogue).

Alors, on peut trouver un rang N, tel que au dela de ce rang, tous les termes u, sont par exemple dans

.- ¢ .30 T
I'intervalle |=; = : Ilsa,\gltblmdunlntervalle
centréen (. Salargeur est //2.

NI

Et en particulier : n=N; :un>g>0

Soit A un rédl positif (arbitraire).

Comme la suite (v,,) converge vers 0 en éant positive, on peut trouver un rang N, tel que au dela de ce

rang, tous les termes v, sont plus I'intervalle }O;%AJ :

n=N, = O<vn<L
2A
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Et par décroissance de lafontion inversesur R :

Posons N = max{N; ; Ny}. Ainsi, on a:

n>N:>unxi>£x2—A
A 2 4
Cest-a-dire: n=N = Un = A
Vﬂ

Cequi signifie que la suite (%] diverge vers -+ ; ele ne converge donc pas.

n

Remarque: danslecasou ¢ est un réd strictement négatif, on utilisera par exemple l'intervalle }%g[

N . . fu )
< 0. On trouve, par laméme méthode que la suite (—”] diverge vers —o.
v,

n

et l'inégalité u, <

N~

d. L'affirmation est fausse.

En effet, lorsgue la suite (u,) converge vers un réd ¢ non nul et que la suite (v,) converge vers 0 (en

restant par exemple positive), alors (cf question 3.c.), la suite (%] diverge vers +o.
n

Par exemple : U, = 1 (suite constante)
v 1
" n+1
. uﬂ
Alors, ona: —/ =n+1
Vﬂ

. (u
Et on constate que la suite (—”] ne converge pas.
v

n
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Exercice 2

1. Ona: zlzl—;'zozlﬂ
1+i 1+i)?
=—z1="—"—"—=i
T
o L, 1wl e
T % 2
24—& —1LI><—_1+i—I2_12—_Ee[R
2 %72 T2 4
Figure:
y
1A2 ‘Al
As,””
“" Ao
1 Ay ) 1 2 X

2. En passant au module danslareation z,,; = 1—;' Z,, On obtient pour tout entier naturel n :

|1+ i|
U1 = Un
Or: IL+i]= VI2+12 =42
s . 2
D'ou, pour tout entier naturel n : Uns1 = Un

Ce qui prouve que la suite (u,) est géométrique de raison q =72 .

On en déduit une expression de u, en fonction den :

Un = Uoq"

A2]43]

3. Comme laraison q de la suite géométrique (u,) appartient al'intervalle -1 ; 1], la suite (u,) converge donc
vers 0 ; géométriquement la suite de points (A,) converge donc vers l'origine O du repére. Les points A,
appartiennent au disque de centre O et derayon 0,1 s et seulement si :

OA, <01

u, <01
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n
Par croissance du logarithme sur R : In[(%j ]< In(0,05)

D'apréslardation In(A") = nin(A) valable pour tout rédl A strictement positif et tout entier naturel n :
1 1
ninf —=|<In| =
SIRLE)
n |n(&) < -In(20)
n|n(ﬁ) > In(20)

Et commeln(x/é) est strictement positif puisgue J2>1 0na:

In(20)

nz= |n(\/§)

In(20)

(2

Et comme n est un entier naturd : n=9

Lacalculatrice donne : ~ 86410 prés

Les points A, appartiennent donc au disque de centre O et de rayon 0,1 & partir del'entier ng = 9.

4. a Pour tout entier naturel n, on a:

o _g W o_g 2 0=l (=D A,
A A 1+i 1+i @+i)i-n -2
En passant au module dans la relation précédente, on obtient :
A‘lA‘Hl:l
O'Ah+l
AnAn+l:OAn+l

Ce qui prouve d§ja que letriangle OA A1 est isocdeen Ay, 1.

Et en prenant un argument de chaque membre de larelation ci-dessus :

arg(m} arg(i) [2n]
z,

+1
D'apreés les propriétés des arguments :

arg(zn1 — z) — aY(zne) = arg(i) [2n]
- -~ ——\_ T
(0, AVAL1) - (U, OALL)= 7 [2n]
Et d'apréslarelation de Chasles pour lesangles:

(OAv1, AA)= 7 121

(A0, Avahy)= 7 121
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Cequi prouve que le triangle OA A1 est rectangle en Ay, ;.
Conclusion : letriangle OA A1 est isocde rectangle en Ay,;.
b. Puisque, pour tout entier naturd i, on a AA.; = OA; 1, on en déduit que :

n
lh=0A+0A + ... +OA =1 + U + ... + Uy = ZUi
i=1

Or, lasuite (u,) éant géomérique deraison g = g , lasomme ¢, destermesdindice 1 an est donc
donnée par :

- =) _ ﬁHfU Z&Hfﬂ _ ﬁ(2+&)£1_(§]”}

1-q V2 2-2

Commeq e ]-1; 1], lasuite (") converge vers 0. En conséquence, la suite (¢,,) converge vers:

o A2 _
o~ 25 V2(2+2=2+22
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Exercice 3 Spécialité

1. L'écriture complexe de la transformation du plan f est delaformeZ = az+ b avec (a, b) € C x C, donc f
- . - 1 1.
est une similitude directe (ici, a= E+ E| eb=1).

Commea = 1, lasimilitude f admet donc un centre Q dont I'affixe o est telle que :

w=an+b
m=L=—=1+|
1-a -1
. 2
Son rapport k est donné par : k=la= -
Son angle 6 est donné par : 0 =arg(a) [2n]
T
0=—[2
4 [2n]

. o . . 2
Latransformation du plan f est donc la similitude directe de centre Q(1 + i), de rapport % et dangle % .
2. a Notons, pour tout entier naturel n, z, I'affixe du point A,.

On calcule: zlz(%+%ijzo+1=1

1 1. 3 1.
L=|=+=l|zg+1=—+ =i
2 2 2 2

Figure:

LA

Al
Ao|O 1 X

b. On a f(Q) = Q et pour tout entier naturel n, f(A,) = An1. Donc la similitude f transforme le segment
V2
[QA.] en le segment [QA,,,]. Et comme son rapport est - il vient :

/2

2
QAn.1 = 7 QA,
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2
U1 = g Un

Ceci étant valable pour tout entier naturel n, la suite (u,) est donc bien géométrique de raison q = -

On en déduit que pour tout entier naturel n :

¢. Comme laraison q de la suite géométrique (u,) appartient a l'intervalle -1 ; 1], la suite (u,) converge
donc vers 0 ; géométriquement la suite de points (A,) converge donc vers le point Q. Les points A,
appartiennent au disque de centre O et derayon 0,1 s et seulement s :
QA <01

u, <01
1 n
JE[— <01
\/E )
1 n-1
— <0,1
5 <o

n-1
Par croissance du logarithme sur R’ : In[(ij ] <In(0,1)

V2

D'apréslarelation In(AY) = N In(A) valable pour tout réel A strictement positif et tout entier relatif N :
1 1
n—-In| —=|<In| =
- ;)< i)
~(n-1)In(v2) < -In(10)
(n-1) |n(&) > In(10)

Et commeln(\/é) est strictement positif puisgue J2>1 0na:

In(10)
n= ——+1
()
La calculatrice donne: In(10) +1=76a10"prés
()

Et comme n est un entier naturd : n=8

Les points A, appartiennent donc au disque de centre O et derayon 0,1 a partir del'entier no = 8.

3. a Ona: OQAl=1 et AAi=1
Donc letriangle QAxA; est isocdle en As.
Par ailleurs : QAF=2 et O+ AA=1+1=2
Donc d'aprés la réciproque du théoreme de Pythagore, le triangle QAA; est rectangle en A;.
Conclusion : letriangle QAA,; est isocdlerectangle en A;.

On pouvait également faire une démonstration a |'aide des nombres complexes :
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Ona: aff(AR) =2 -2=-1=ixi=ix(0-2)=ixaf(AQ)
On en déduit par passage au module que :
AlAg=AQ

Puis en prenant un argument :
(0. AA)= g+ (0.AS) [2n]

(AG.U)+ (u.AR)= 7 [27]
Et d'apréslarelation de Chasles sur lesangles:
(AG.AR)= 7 [21]

On aprouvé que le triangle QAA; est isocdle rectangle en Ag.

Montrons maintenant par récurrence que, pour tout entier naturel n, le triangle QA A1 est isocde
rectangle en A,,1. Pour cela, on considére la propriété ¢ définie pour tout entier naturel n par :
@(n) : letriangle QAAn,1 est isocdle rectangle en An.1
e Onvient devoir précédemment que le triangle QAA; est isocele rectangle en A; d'ou g (0).
Lapropriété o est doncinitialisée au rang O.
e Supposons que, pour un certain entier naturel n, on ait la propriéeaurangn:
@(n) : letriangle QAAn,1 est isocdle rectangle en A1
Il suffit de remarquer que: QAL A2 = F(QAANL)
Or, nous savons qu'une similitude f transforme un triangle en un triangle de méme nature d'ou :
@(n+1): letriangle QA 1An 2 et isocderectangle en A,,»
Lapropriété g est donc héréditaire a partir du rang 0.
La propriété o éant initialisée au rang O et héréditaire a partir du rang O, on déduit du principe de
raisonnement par récurrence qu'elle est vraie pour tout rang n.
Conclusion : pour tout entier naturel n, letriangle QAAn,1 est isocdle rectangle en A, 1.
b. Puisque, pour tout entier naturd i, on a AA1 = QA,1, on en déduit que:

n
Ih=QA1+ QA+ ...+ QA =Ur+ U+ ...+ Uy = ZUi
i=1

Or, lasuite (u,) éant géomérique deraison g = g , lasomme ¢, destermesdindice 1 an est donc

donnée par :

PR

" 1-q 1_@ 2-42
2

Commeq e ]-1; 1], lasuite (q") converge vers 0. En conséquence, la suite (¢,,) converge vers:

W 2
L -2 __—24+2
1-q 2-42 12

Corrigé du BAC S2006 - Pondichéry Page 10 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

Exercice 3
- Partie A -

1. Soit M(X, y, 2) un point de ladroite A.

Comme n est un vecteur directeur deladroite A, il existeun réd t tel que:

IM =tn

X=X =ta
y-y =tb,teR
z-2z =tc

X=ta+Xx
y=tb+y,,teR

z=1c+z

2. a Commelesvecteurs n et IH sont colinéaires, il existe un réel k tel que:

IH =kn
Xy =ka+ X
b. D'apréslaquestion 1,ona: Yy =kb+y,
z, =kc+z

Mais comme H est un point du plan P, on ade plus:
axy+byy+czy+d=0
aka+x)+bkb+y)+ck<+z)+d=0

k(@®+b?+c®) +ax + by, +cz+d=0
Et comme a® + b? + ¢? est non nul puisque (a, b, ¢) = (0, 0, 0) :

_ax +hy, +cz +d

k=
a?+b?+c?

c. En passant alanorme dans|'égalité IH = kn, on obtient :
ITH [I= [k nll= K [l

IH = K| va? +b? +c?

|ax, +by, +cz, +d|
Ja? +b? + 2

D'ol : IH=
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- Partie B -

1. Commeleplan Q est tangent ala sphére S, leur intersection est réduite aun point H et de plusla droite
A = (QH) est orthogonale au plan Q.

Lerayon r delasphére Sest ains égal aladistance QH, ce qui d'apréslapartie A donne:

r:QHzlwb+mb+Gh+dl
va? +b? +c?

Avecicia=1,b=-1,¢c=1ed=-11, ceadonne:

r:|1+1+3—11|:2\/§

V3
2. Levecteur n(1, -1, 1) est normal au plan Q.
Soit M(x, y, 2) un point de A. Comme les vecteurs n et QM sont colinéaires, il existe un réel t tel que:
QM =tn
x-1=t

y+1l=—
z-3=t

X=t+1
y=-t-1
z=t+3

3. Lorsquelepoint M de A est également situé sur le plan Q, c'est-a-dire au point noté H on a:
XH—Yi+2z4—-11=0
Ce qui permet de calculer le paramétret du point H :
t+)-(-t-1)+(t+3)-11=0
3t=6
t=2

D'ou les coordonnées de H : H(3, -3, 5)
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Exercice 4

- Partie A -

1. Soit f une fonction dérivable et strictement positive sur ]O ; +oof.

Remarquons que s on pose g = In(f), on aurag' = 7 .

On aleséquivalences suivantes:  f'(t) = —% fO[3-In(f®)]

Comme f est non nulle:

Iz

&:_i [3_
fity 20

(0 =L o) -
ga)—zogm

Ce qui démontre I'équival ence souhaitée.

2. L'équation différentidle(H) : 2 = —z- % estdelaformez =az+ baveca= % egb=-—.

1
20

Ses solutions sont donc les fonctions de laforme::

Cequi donneici :

a(t)]

3
20

t: |—>Cexp(at)—E
a

t: I—>Cexp[ij +3
20

3
20

3. D'apreslaquestion 1, lafonction f est solution de I'équation différentielle (E) s et seulement s la fonction

g = In(f) est solution de I'équation différentielle (H).

D'apréslaquestion 2, on sait qu'il existe une constante C telle que :

Et puisque g = In(f) :

gt)=C exp(%)] +3

In(f(t)) = C exp[%)j +3

Et en prenant I'exponentidle des deux membres de I'égalité ci-dessus, il vient :

f@ = exp(C exp[%)] + 3)

4. D'apresl'énoncéon a:

D'ol :

a Ona:

D'ol :

(un millier dindividus en 2000, C'est-a-dire, al'instant 0)

Q) =1

exp(Cexp(0) +3)=1

C+3=0
c=-3

£ = exp(s—sexp[ziojj

(Cecalcul n'éait pas demandé par |'énoncé)

e

lim exp

t—>+0

lim

t—>+0

t
3-3exp| —
( p[zo

-
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Et enfin : lim f(t)=0

t—>+0

b. Commelafonction f est solution, sur O ; +oo[, de I'équation différentielle (E), on a pour tout t positif :

, 1
FO==25 10 [3-In(f(1)]

Et en remplacant 3-—In(f(t)) par 3exp(%)] (possible puisque In(f(t)) = 3—3exp(%] d'apres
I'expression de f(t)...), on obtient :

() = - L

f)= 20f(t) eXp[zoj

Et commelafonction f est positive sur ]0 ; +oof, on en déduit que sa dérivée f' est négative sur ]O ; +oo[.
Lafonction f est donc décroissante sur ]O ; +oof.
c. Lesinéguations suivantes sont équivalentes :
f(t) < 0,02

exp(3— 3exp(%)]j < 0,02

Par stricte croissance du logarithme sur 0 ; +oof :

t
3-3exp| — | < In(0,02
p[zoj (0,02)

t
3-1n(0,02) < 3exp| —
(0,02) p[ 20]
3-1In(0,02) [ t ]
— Y T exp R
3 20
Et toujours par stricte croissance du logarithme sur 10 ; +oof :

|n[3_'”(0'02)j< t
3 20

t>20 In[—3—ln(30,02)]

[3— In(0, oz)j
3

Lacalculatrice donne 20 In =~ 16,69 qui est positif.

D'ou: S= }ZOIn[igo’oz)j;ﬂo{

Selon ce moddle, la taille de I'échantillon sera inférieur a vingt individus (c'est-a-dire 0,02 milliers
d'individus) pour t td que f(t) < 0,02, ce qui d'aprés I'inéquation résolue ci-dessus, se produira dans
16,69 années. C'est donc au bout de 17 années que I'on pourra affirmer que la taille de I'échantillon est

inférieure avingt individus.
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- PartieB -
1. D'aprésl‘énonceé:
o lapopulation comporte 50% d'animaux malades donc :
P(M) =0,5
e s unanimal est malade, letest est positif dans 99% des cas donc :
Pw(T) = 0,99
e s unanimal n'est pas malade, le test est positif dans 0,1% des cas donc :
R, (T)= 0,001

2. D'apréslaformule des probabilités totales appliquée ala partitition M 11 M :
P(T) = P(T A M) + P(T A M) = Py(T)P(M) + R, (T) P(M)
P(T) =0,99 x 0,5 + 0,001 x 0,5 = 0,4955
3. Letest est fiable lorsque Pr(M) est supérieur a 0,999.

P(I'r\M): Ry (T)P(M) _ 0,99%0,5

or: Pr(M) = P(T) P(T) 0,4955

~ (0,99899 410 prés

Onadonc: Pr(M) < 0,999
Letest n'est pasfiable (de peu).
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